
Línuleg rakningarvensl með fastastuðlum

Inngangur

Markmiðið hér er að sýna hvernig nota má margliður til þess að leysa línuleg rakningarvensl með fastastuðla.
Við munum hér gera ráð fyrir að allar tölur sem notaðar eru séu rauntölur en lengra komnir lesendur mega
að setja aðrar „tölur“ í stað rauntalna. Við táknum mengi raunmargliða í breytunni x með Rrxs og megi
rautöluruna með vísmengið Np“ t0, 1, 2, . . .uq með RN. Við táknum margliður oft eins og ppxq og runur
yfirleitt með panqnPN. Sé ppxq margliða og n P N þá táknum við stuðul p við xn með pn. Við táknum stig
margliðu ppxq með degppq, tökum sérstaklega fram að stig núllmargliðunnar er ´8.

Algebra margliða

Gerum ráð fyrir að a P R og ppxq, qpxq P Rrxs séu margliður þá er pp ` qqpxq “ ppxq ` qpxq “
ř

nPN
ppn `

qnqx
n og pa ¨ pqpxq “ a ¨ ppxq “

ř

nPN
pa ¨ pnqx

n. Einnig þá er pp ¨ qqpxq “ ppxq ¨ qpxq “
ř

nPN
pppxq ¨ qpxqq “

ř

nPN

ˆ

n
ř

m“0
pm ¨ qn´m

˙

xm. Lesandi er boðið að sannprófa eftirfarandi eiginleika:

Gerum ráð fyrir að a, b P R og ppxq, qpxq, rpxq P Rrxs. Þá gildir:

1. pp` pq ` rqqpxq “ ppp` qq ` rqpxq.

2. pp` qqpxq “ pq ` pqpxq.

3. Til er margliða 0 þannig að ppxq ` 0 “ 0 ` ppxq “ ppxq fyrir allar margliður ppxq. (Hún er
ótvíræð og er kölluð núllmargliðan).

4. Fyrir sérhverja margliðu ppxq þá er til margliða qpxq þannig að pp`qqpxq “ pq`pqpxq “ 0. (Hún
er ótvíræð og er táknuð p´pqpxq).

5. pp ¨ pq ¨ rqqpxq “ ppp ¨ qq ¨ rqpxq.

6. pp ¨ qqpxq “ pq ¨ pqpxq.

7. Til er margliða 1 þannig að 1 ¨ ppxq “ ppxq ¨ 1 “ ppxq fyrir allar margliður ppxq. (Hún er ótvíræð
og er fasta margliða 1).

8. pp ¨ pq ` rqqpxq “ ppp ¨ qq ` pp ¨ rqqpxq og ppp` qq ¨ rqpxq “ ppp ¨ rq ` pq ¨ rqqpxq.

9. p1 ¨ pqpxq “ ppxq.

10. pa ¨ pp` qqqpxq “ ppa ¨ pq ` pa ¨ qqqpxq.

11. ppa` bq ¨ pqpxq “ ppa ¨ pq ` pb ¨ pqqpxq.

12. pa ¨ pb ¨ pqqpxq “ ppa ¨ bq ¨ pqpxq.

13. ppa ¨ pq ¨ qqpxq “ pa ¨ pp ¨ qqqpxq “ pp ¨ pa ¨ qqqpxq.
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Þar sem þessi skilyrði gilda þá er formlega sagt að Rrxs sé R- algebra.

Lesandi ætti að geta sannað að ef a P R og ppxq, qpxq P Rrxs þá er degppa ¨ pqpxqq

#

degppq ef a ‰ 0

0 ef a “ 0
,

degppp¨qqpxqq “ degpppxqq`degpqpxqq (þar sem p´8q`n “ n`p´8q “ ´8 fyrir öll n P N og p´8q`p´8q “
´8), degppp ` qqpxqq ď maxpdegppq,degpqqq og degppp ´ qqpxqq ď maxpdegppq,degpqqq. Þar af leiðir að ef
ppxq, qpxq P Rrxszt0u að degppp ¨ qqpxqq “ degpppxqq ` degpqpxqq ě 0` 0 “ 0 svo pp ¨ qqpxq ‰ 0. Það er Rrxs
hefur enga núlldeila.

Setning 2.1 (Setning um margliðudeilingu). Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq P Rrxs og qpxq ‰ 0. Þá eru til
(ótvíræðar) margliður dpxq, rpxq þannig að rpxq “ 0 eða degprpxqq ă degpqpxqq og ppxq “ dpxq ¨ qpxq ` rpxq.

Sönnun. Gerum ráð fyrir að qpxq P Rrxszt0u sé gefin. Við sönnum með þrepun yfir degpppxqq P N að til séu
dpxq, rpxq P Rrxs þannig að ppxq “ dpxq ¨ qpxq ` rpxq.

1. Gerum ráð fyrir að ppxq “ 0. Þá er ppxq “ dpxq ¨ qpxq ` rpxq þar sem dpxq “ 0 og rpxq “ ppxq “ 0.

Gerum ráð fyrir að ppxq P Rrxs og degppq “ 0. Þá er ppxq “ p0 P Rzt0u.

(a) Gerum ráð fyrir að degpqpxqq “ 0. Þá er qpxq “ q0 P Rzt0u. Þá er ppxq “ p0 “
p0

q0
¨ q0 ` 0 “

dpxq ¨ qpxq ` rpxq þar sem dpxq “ p0

q0
og rpxq “ 0.

(b) Gerum ráð fyrir að degpqpxqq ą 0. Þá er ppxq “ 0 ¨ qpxq ` ppxq “ dpxq ¨ qpxq ` rpxq þar sem
dpxq “ 0, rpxq “ ppxq og degprpxqq “ degpppxqq “ 0 ă degpqpxqq.

Í báðum tilvikum þá má finna dpxq, rpxq P Rrxs þannig að rpxq “ 0 eða degprpxqq ă degpqpxqq.

2. Gerum ráð fyrir að n P N og ppxq P Rrxs þannig að degpppxqq “ n. Setjum sem svo að þá megi finna
dpxq, rpxq P Rrxs þannig að ppxq “ dpxq ¨ qpxq ` rpxq þar sem rpxq “ 0 eða degprpxqq ă degpqpxqq.

Gerum nú ráð fyrir að ppxq P Rrxs og degpppxqq “ n` 1. Þá getur tvennt gerst:

(a) Gerum ráð fyrir að degpppxqq ă degpqpxqq. Þá er ppxq “ 0 ¨ qpxq ` ppxq “ dpxq ¨ qpxq ` rpxq þar
sem dpxq “ 0, rpxq “ ppxq og degprpxqq “ degpppxqq ă degpqpxqq.

(b) Gerum ráð fyrir að degpppxqq ě degpqpxqq. Gerum ráð fyrir að m “ degpqq. Látum p1pxq “ ppxq´
pn`1

qm
xn`1´mqpxq. Nú er degppq “ n ` 1 og deg

´

pn`1

qm
xn`1´mqpxq

¯

0 degpxn`1´mq ` degpqpxq “

pn`1´mq`m “ n`1. Þar af leiðir að degpp1pxqq ď max
´

degpppxq,deg
´

pn`1

qm
xn`1´mqpxq

¯¯

“

maxpn` 1, n` 1q “ n` 1. Nú er p1,n`1 “ pn`1´

´

pn`1

qm
xn`1´mqpxq

¯

n`1
“ pn`1´

pn`1

qm
¨ qm “ 0.

Þar af leiðir að degpp1q ă n` 1 það er degpp1q ď n.
Af þrepunarforsendu þá eru til margliður d1pxq, rpxq þannig að r1pxq “ 0 eða degpr1pxqq ă
degpqpxqq og p1pxq “ d1pxq ¨ qpxq ` rpxq. Látum qpxq “ pn`1

qm
xn`1´m ` q1pxq. Þá fæst:

ppxq “
pn`1

qm
xn`1´m ¨ qpxq ` p1pxq

“
pn`1

qm
xn`1´m ¨ qpxq ` pd1pxq ¨ qpxq ` rpxqq

“

ˆ

pn`1

qm
xn`1´m ` d1pxq

˙

¨ qpxq ` rpxq

“ dpxq ¨ qpxq ` rpxq

Í báðum tilvikum fæst að til eru margliður dpxq, rpxq þannig að rpxq “ 0 eða degprpxqq ă degpqpxqq og
ppxq “ dpxq ¨ qpxq ` rpxq.
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Með þrepun fæst að fyrir allar margliður ppxq þá eru til margliður dpxq, rpxq þannig að rpxq “ 0 eða
degprpxqq ă degpqpxqq.

Gerum nú ráð fyrir að dpxq, d1pxq, rpxq, r1pxq séu margliður þannig að rpxq “ 0 eða degprpxqq ă degpqpxqq,
r1pxq “ 0 eða degpr1pxqq ă degpqpxqq, ppxq “ dpxq ¨ qpxq ` rpxq og ppxq “ d1pxq ¨ qpxq ` r1pxq. Þá fæst:

pdpxq ´ d1pxqq ¨ qpxq “ dpxq ¨ qpxq ´ d1pxq ¨ qpxq “ r1pxq ´ rpxq

Sér í lagi þá er degppdpxq ´ d1pxqq ¨ qpxqq “ degpr1pxq ´ rpxqq.
Nú er degppdpxq´d1pxqq ¨qpxqq “ degpdpxq´d1pxqq`degpqpxqq svo degppdpxq´d1pxqq ¨qpxqq ě degpqpxqq

ef dpxq ´ d1pxq ‰ 0. Svo er degpr1pxq ´ rpxqq ď maxpdegpr1pxqq,degprpxqqq ă maxpdegpqq,degpqqq “ degpqq.
Þar af leiðir að ef dpxq ´ d1pxq ‰ 0 þá er degppdpxq ´ d1pxqq ¨ qpxqq ě degpqpxqq ą degpr1pxq ´ rpxqq sem
er mótsögn. Við ályktum að dpxq ´ d1pxq “ 0 og því r1pxq ´ rpxq “ pdpxq ´ d1pxqq ¨ qpxq “ 0. Það er
dpxq “ d1pxq og rpxq “ r1pxq. Þetta sýnir að dpxq og rpxq eru ótvírætt ákvörðuð.

Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq P Rrxs. Við segjum að qpxq gangi upp í margliðu ppxq ef til er dpxq P Rrxs
þannig að ppxq “ dpxq ¨ qpxq. Ef qpxq gengur upp í margliðu ppxq þá ritum við qpxq � ppxq.

Við höfum eftirfarandi setningu sem lesandi má spreyta sig á að sanna:

Setning 2.2. Gerum ráð fyrir að a, b P R og ppxq, qpxq, rpxq P Rrxs. Þá gildir:

1. ppxq � ppxq.

2. Ef ppxq ‰ 0 og ppxq � qpxq þá er qpxq “ 0 eða degpppxqq ď degpqpxqq.

3. Ef ppxq � qpxq og qpxq � rpxq þá ppxq � rpxq.

4. Ef ppxq � qpxq og qpxq � ppxq þá er til a P Rzt0u þannig að qpxq “ a ¨ ppxq.

5. Ef ppxq � qpxq og ppxq � rpxq þá ppxq � pq ` rqpxq.

6. Ef ppxq � qpxq þá ppxq � pa ¨ qqpxq.

7. Ef ppxq � qpxq þá pa ¨ pqpxq � pa ¨ qqpxq og pr ¨ pqpxq � pr ¨ qqpxq.

8. 1 � ppxq fyrir allar margliður ppxq P Rrxs.

9. Ef ppxq � 1 þá er degpppxqq “ 0, það er ppxq “ a fyrir a P Rzt0u.

10. ppxq � 0 fyrir allar margliður ppxq P Rrxs.

11. Ef 0 � ppxq þá er ppxq “ 0.

12. Ef ppxq � qpxq og qpxq � ppxq þá er til a P Rzt0u þannig að qpxq “ pa ¨ pqpxq.

13. Ef ppxq, qpxq P Rrxs og qpxq ‰ 0 þá er til ótvíræð margliða rpxq P Rrxs þannig að degprpxqq ă degpqpxqq
og qpxq � pp´ rqpxq.

Sönnun. Sönnun er eftirlátin lesanda.

Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq P Rrxs. Við setjum að dpxq P Rrxs sé stærsti samdeilir ppxq og qpxq ef
dpxq � ppxq, dpxq � qpxq og ef d1pxq P Rrxs þannig að d1pxq � ppxq, d1pxq � qpxq þá d1pxq � dpxq.

Hjálparsetning 2.1. Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq, dpxq, d1pxq P Rrxs og dpxq og d1pxq séu stærstu sam-
deilar ppxq og qpxq. Þá er til a P Rzt0u þannig að d1pxq “ pa ¨ dqpxq.

Eins er pa ¨ dqpxq stærsti samdeilir ppxq og qpxq ef a P Rzt0u og dpxq er stærsti samdeilir ppxq og qpxq.
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Sönnun. Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq, dpxq, d1pxq P Rrxs og dpxq og d1pxq séu stærstu samdeilar ppxq og
qpxq. Þá dpxq � d1pxq og d1pxq � dpxq svo til er a P Rzt0u þannig að d1pxq “ pa ¨ dqpxq.

Gerum nú ráð fyrir að dpxq sé stærsti samdeilir ppxq og qpxq og a P Rzt0u. Setjum d1pxq “ pa ¨ dqpxq.
Þá er pa´1 ¨ d1qpxq “ pa

´1 ¨ pa ¨ dqqpxq “ ppa´1 ¨ aq ¨ dqpxq “ p1 ¨ dqpxq “ dpxq. Þetta sýnir að dpxq|d1pxq og
d1pxq � dpxq.

Þar sem d1pxq � dpxq, dpxq � ppxq og dpxq � qpxq þá d1pxq � ppxq og d1pxq � qpxq. Gerum nú ráð fyrir að
cpxq P Rrxs og cpxq � ppxq og cpxq � qpxq. Þar sem dpxq er stærsti samdeilir ppxq og qpxq þá cpxq � dpxq. Þar
sem dpxq � d1pxq þá cpxq � d1pxq. Það þýðir að d1pxq er stærsti samdeilir ppxq og qpxq.

Við sjáum því að ef ppxq, qpxq P R þá er 0 stærsti samdeilir ppxq og qpxq eða til er stöðluð (forystustuðullin
er 1) margliða dpxq sem er stærsti samdeilir ppxq og qpxq.

Við höfum reyndar ekki sannað tilvist stærsta samdeilis margliða. Við bætum nú úr því.

Hjálparsetning 2.2. Gerum ráð fyrir að I Ď Rrxs þannig að 0 P I, pp ` qqpxq P I ef ppxq, qpxq P I og
pa ¨ppxqq P I ef a P R og ppxq P I. Þá er til dpxq P Rrxs þannig að I “ dpxq ¨Rrxs :“ tdpxq ¨spxq | spxq P Rrxsu.

Sönnun. Gerum ráð fyrir að I Ď Rrxs þannig að 0 P I, pp ` qqpxq P I ef ppxq, qpxq P I og pa ¨ ppxqq P I ef
a P R og ppxq P I. Skiptum í tvö tilvik:

1. Gerum ráð fyrir að I “ t0u. Þá er It0u “ t0 ¨ spxq | spxq P Rrxsu “ 0 ¨ Rrxs.

2. Gerum ráð fyrir að I ‰ t0u. Þar sem 0 P I þá er Izt0u ‰ H. Þá er degrIzt0us Ď N og degrIzt0us ‰
H. Því hefur degrIzt0us minnsta stak. Gerum ráð fyrir að dpxq P Izt0u þannig að degpdpxqq “
minpdegrIzt0usq. Sér í lagi þá er dpxq ‰ 0.

Setjum sem svo að ppxq P I. Af hjálparsetningu 2.1 leiðir að til eru margliður qpxq, rpxq þannig að
degprpxqq ă degpdpxqq og ppxq “ qpxq ¨ dpxq ` rpxq. Þar sem dpxq P I þá er pp´qq ¨ dqpxq P I. Þar
sem ppxq og pp´qq ¨ dqpxq P I þá er rpxq “ pp ` pp´qq ¨ dqqpxq P I. Ef rpxq ‰ 0 þá er r P Izt0u en þá
er degprpxqq ă degpdpxqq “ minpdegrIzt0usq sem er mótsögn við það að degprpxqq P degrIzt0us. Við
ályktum því að rpxq “ 0. Það er ppxq “ qpxq ¨ dpxq “ dpxq ¨ qpxq P dpxq ¨ Rrxs.

Í báðum tilvikum þá fæst að til er dpxq P Rrxs þannig að I “ dpxq ¨ Rrxs.

Setning 2.3. Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq P Rrxs. Þá hafa ppxq og qpxq stærsta samdeili dpxq P Rrxs og
finna má margliður apxq, bpxq P Rrxs þannig að dpxq “ apxq ¨ ppxq ` bpxq ¨ qpxq.

Sönnun. Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq P Rrxs. Látum I “ ppxq ¨ Rrxs ` qpxq ¨ Rrxs “ tapxq ¨ ppxq ` bpxq ¨
qpxq | apxq, bpxq P Rrxsu. Athugum nú:

1. 0 “ 0 ¨ ppxq ` 0 ¨ qpxq P I.

2. Gerum ráð fyrir að c1pxq, c2pxq P I. Þá eru til a1pxq, a2pxq, b1pxq, b2pxq P Rrxs þannig að c1pxq “
a1pxq ¨ ppxq ` b1pxq ¨ qpxq og c2pxq “ a2pxq ¨ ppxq ` b2pxq ¨ qpxq. Þá fæst:

c1pxq ` c2pxq “ pa1pxq ¨ ppxq ` b1pxq ¨ qpxqq ` pa2pxq ¨ ppxq ` b2pxq ¨ qpxqq

“ pa1pxq ` a2pxqq ¨ ppxq ` pb1pxq ` b2pxqq ¨ qpxq P I

3. Gerum ráð fyrir að s P R og cpxq P I. Þá eru til apxq, bpxq P Rrxs þannig að cpxq “ apxq¨ppxq`bpxq¨qpxq.
Þá er

s ¨ cpxq “ s ¨ papxq ¨ ppxq ` bpxq ¨ qpxqq “ ps ¨ apxqq ¨ ppxq ` ps ¨ bpxqq ¨ qpxq P I

Af hjálparsetningu 2.2 leiðir að til er dpxq P Rrxs þannig að I “ dpxq ¨ Rrxs. Þar sem dpxq “ dpxq ¨ 1 P
dpxq ¨Rrxs “ I þá er ljóst að dpxq P I. Því má finna apxq, bpxq P Rrxs þannig að dpxq “ apxq ¨ppxq`bpxq ¨qpxq.
Eins er ppxq “ ppxq ¨ 1` qpxq ¨ 0 P I og qpxq “ ppxq ¨ 0` qpxq ¨ 1 P I.

Skiptum í tilvik:
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1. Gerum ráð fyrir að dpxq “ 0. Þá er I “ dpxq ¨ Rrxs “ 0 ¨ Rrxs “ t0u. Þar sem ppxq, qpxq P I þá er
ppxq “ qpxq “ 0 og því ljóst að dpxq � ppxq og dpxq � qpxq.

2. Gerum ráð fyrir að dpxq ‰ 0. Af setningu 2.1 leiðir að til eru margliður qpxq, rpxq P Rrxs þannig að
degprpxqq ă degpdpxqq og ppxq “ qpxq ¨ dpxq ` rpxq. Þar sem dpxq P I þá er p´qqpxq ¨ dpxq P I. Þar
sem ppxq P I þá er rpxq “ ppxq ` p´qqpxq ¨ dpxq P I “ dpxq ¨ Rrxs. Því er til spxq P Rrxs þannig að
rpxq “ dpxq¨spxq. Ef spxq ‰ 0 þá er degpdpxqq ď degpdpxqq`degpspxqq “ degpdpxq¨spxqq “ degprpxqq ă
degpdpxqq en það er mótsögn. Við ályktum að spxq “ 0 og því rpxq “ dpxq ¨ spxq “ dpxq ¨ 0 “ 0. Þar af
leiðir að ppxq “ qpxq ¨ dpxq, það er dpxq � ppxq.

Með sama hætti sést að dpxq � qpxq.

Í báðum tilvikum fæst að dpxq � ppxq og dpxq � qpxq.
Gerum nú ráð fyrir að cpxq P Rrxs þannig að cpxq � ppxq og cpxq � qpxq. Af setningu 2.2 leiðir að

cpxq � apxq ¨ ppxq ` bpxq ¨ qpxq “ dpxq. Þetta sýnir að dpxq er stærsti samdeilir ppxq og qpxq.

Við höfum því sannað að stærsti samdeilir dpxq tveggja margliða ppxq, qpxq er alltaf til og finna má
margliður apxq, bpxq P Rrxs þannig að dpxq “ apxq ¨ppxq` bpxq ¨ qpxq. Lesandi getur spreytt sig á því að finna
reiknirit til þess að finna slíkar margliður apxq, bpxq, dpxq fyrir gefnar margliður ppxq, qpxq.

Ef ppxq, qpxq P Rrxs þá segjum við að ppxq og qpxq séu ósamþátta ef ef 1 er stærsti samdeilir þeirra. Við
sönnum nú mikilvægar hjálparsetningar:

Hjálparsetning 2.3. Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq, rpxq P Rrxs. Þá gildir:

1. Gerum ráð fyrir að dpxq P Rrxs sé stærsti samdeilir ppxq og qpxq. Þá eru til ósamþátta margliður
p1pxq, q1pxq þannig að ppxq “ p1pxq ¨ dpxq og qpxq “ q1pxq ¨ dpxq.

2. Gerum ráð fyrir að ppxq og qpxq séu ósamþátta og rpxq P Rrxs þannig að ppxq � qpxq ¨ rpxq. Þá
ppxq � rpxq.

3. Gerum ráð fyrir að ppxq og qpxq séu ósamþátta og ppxq og rpxq séu ósamþátta, þá eru ppxq og qpxq ¨rpxq
ósamþátta.

4. Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq, rpxq P Rrxs, ppxq og qpxq séu ósamþátta, ppxq � rpxq og qpxq � rpxq. Þá
ppxq ¨ qpxq � rpxq.

Sönnun. Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq P Rrxs. Fáum nú:

1. Gerum ráð fyrir að dpxq P Rrxs sé stærsti samdeilir ppxq og qpxq. Skiptum í tvö tilvik:

(a) Gerum ráð fyrir að dpxq “ 0. Þar sem 0 “ dpxq � ppxq og 0 “ dpxq � qpxq þá leiðir af setingu 2.2 að
ppxq “ qpxq “ 0. Þá er ppxq “ 0 “ 1 ¨0 “ p1pxq¨dpxq þar sem d1pxq “ 1. Eins er qpxq “ q1pxq¨dpxq
þar sem q1pxq “ 1. Nú 1 � p1pxq, 1 � q1pxq og ef cpxq � ppxq “ 1, cpxq � qpxq “ 1 þá leiðir af
setningu 2.2 að cpxq “ c0 þar sem c0 P Rzt0u. Þá er 1 “ c0

´1 ¨ cpxq svo cpxq � 1. Það er 1 er
stærsti samdeilir p1pxq og q1pxq.

(b) Gerum ráð fyrir að dpxq ‰ 0. Þar sem dpxq er stærsti samdeilir ppxq og qpxq þá dpxq � ppxq og
dpxq � qpxq. Það er til eru p1pxq, q1pxq P Rrxs þannig að ppxq “ p1pxq ¨ dpxq og qpxq “ q1pxq ¨ dpxq.
Gerum ráð fyrir að cpxq sé stærsti samdeilir p1pxq og q1pxq. Þá cpxq � p1pxq og cpxq � q1pxq. Af
setningu 2.2 leiðir að cpxq ¨ dpxq � p1pxq ¨ dpxq “ ppxq og cpxq ¨ dpxq � q1pxq ¨ dpxq “ qpxq. Þar
sem dpxq er stærsti samdeilir ppxq og qpxq þá fæst að cpxq ¨ dpxq � dpxq. Það er, til er spxq P Rrxs
þannig að dpxq “ spxq ¨ cpxq ¨dpxq. Með öðrum orðum p1´ spxq ¨ cpxqq ¨dpxq “ 0. Þar sem dpxq ‰ 0
þá er 1´ spxq ¨ cpxq “ 0. Það er 1 “ spxq ¨ cpxq en það þýðir cpxq � 1.
Ljóst er að 1 � p1pxq og 1 � q1pxq. Gerum ráð fyrir að tpxq P Rrxs þannig að tpxq � p1pxq og
tpxq � q1pxq. Þar sem cpxq er stærsti samdeilir p1pxq og q1pxq þá tpxq � cpxq. Þar sem cpxq � 1 þá
tpxq � 1. Þetta sýnir að 1 er stærsti samdeilir p1pxq og q1pxq.
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Í báðum tilvikum þá má finna ósamþátta p1pxq, q1pxq P Rrxs þannig að ppxq “ p1pxq ¨ dpxq og qpxq “
q1pxq ¨ dpxq.

2. Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq P Rrxs séu ósamþátta og rpxq P Rrxs þannig að ppxq � qpxq ¨ rpxq.

Þar sem ppxq og qpxq eru ósamþátta þá er 1 stærsti samdeilir þeirra og af setningu 2.3 leiðir að til eru
apxq, bpxq P Rrxs þannig að 1 “ apxq ¨ ppxq ` bpxq ¨ qpxq. Þar sem ppxq � ppxq þá ppxq � apxq ¨ rpxq ¨ ppxq
og þar sem ppxq � qpxq ¨ rpxq þá ppxq � rpxq ¨ bpxq ¨ qpxq. Því fæst:

ppxq � apxq ¨ rpxq ¨ ppxq ` rpxq ¨ bpxq ¨ qpxq

“ rpxq ¨ papxq ¨ ppxq ` bpxq ¨ qpxqq

“ rpxq ¨ 1

“ rpxq

Það er ppxq � rpxq.

3. Gerum ráð fyrir að ppxq og qpxq séu ósamþátta og ppxq og rpxq séu ósamþátta. Ljóst er að 1 � ppxq og
1 � qpxq ¨ rpxq.

Gerum ráð fyrir að cpxq P Rrxs þannig að cpxq � ppxq og cpxq � qpxq ¨ rpxq. Þar sem cpxq � qpxq ¨ rpxq
þá er til apxq P Rrxs þannig að apxq ¨ cpxq “ qpxq ¨ rpxq. Þá qpxq ¨ rpxq “ apxq ¨ cpxq � apxq ¨ ppxq. Þar
sem ppxq og qpxq eru ósamþátta og qpxq � apxq ¨ qpxq þá fæst af síðasta lið að qpxq � apxq. Því er til
bpxq P Rrxs þannig að apxq “ bpxq ¨ qpxq. Því fæst að qpxq ¨ rpxq “ apxq ¨ cpxq “ bpxq ¨ qpxq ¨ cpxq. Það
er qpxq ¨ prpxq ´ bpxq ¨ cpxqq “ 0. Þá er qpxq “ 0 eða rpxq ´ bpxq ¨ cpxq “ 0.

(a) Gerum ráð fyrir að qpxq “ 0. Þá er ppxq og 0 ósamþátta og þar sem qpxq ¨ rpxq “ 0 þá eru ppxq
og qpxq ¨ rpxq ósamþátta, sér í lagi þá rpxq � 1.

(b) Gerum ráð fyrir að rpxq ´ bpxq ¨ cpxq ‰ 0, það er rpxq “ bpxq ¨ cpxq. Því cpxq � rpxq en þar sem
cpxq � ppxq og ppxq og rpxq eru ósamþátta þá cpxq � 1.

Í báðum tilvikum fæst að cpxq � 1.

Þetta sýnir að 1 er stærsti samdeilir ppxq og qpxq ¨ rpxq. Það er ppxq og qpxq ¨ rpxq eru ósamþátta.

4. Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq, rpxq P Rrxs, ppxq og qpxq séu ósamþátta, ppxq � rpxq og qpxq � rpxq. Þar
sem ppxq � rpxq þá er til spxq P Rrxs þannig að rpxq “ spxq ¨ ppxq. Nú qpxq � rpxq “ spxq ¨ ppxq. Þar
sem qpxq og ppxq eru ósamþátta þá leiðir af fyrri lið að qpxq � spxq. Því er til tpxq P Rrxs þannig að
spxq “ tpxq ¨ qpxq.

Við höfum því rpxq “ spxq ¨ ppxq “ tpxq ¨ qpxq ¨ ppxq0tpxq ¨ ppxq ¨ qpxq. Það er ppxq ¨ qpxq � rpxq.

Gerum ráð fyrir að ppxq P Rrxs og degpppxqq ą 0. Sagt er að ppxq sé óþáttanleg ef fyrir margliður
spxq, tpxq P Rrxs þannig að ppxq “ spxq ¨ tpxq þá er degpspxqq “ 0 eða degptpxqq “ 0. Ljóst er að allar
fyrsta stig margliður ppxq eru óþáttanlegar þar sem ef spxq, tpxq P Rrxs, degpspxqq,degptpxqq ą 0 þá er
degpspxq ¨ tpxqq ě degpspxqq ` degptpxqq ě 1` 1 “ 2 ą degpppxqq.

Gerum ráð fyrir að ppxq P Rrxs og degpppxqq ą 0. Við segjum að ppxq sé frummargliða ef fyrir allar
margliður apxq, bpxq þannig að ppxq � apxq ¨ bpxq þá ppxq � apxq eða ppxq � bpxq. Það kemur í ljóst að
óþáttanlegar margliður eru nákvæmlega frummargliðurnar.

Hjálparsetning 2.4. Gerum ráð fyrir að ppxq P Rrxs. Þá er ppxq óþáttanleg ef og aðeins ef ppxq er
frummargliða.

Sönnun. Gerum ráð fyrir að ppxq P Rrxs.
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1. Gerum ráð fyrir að ppxq sé frummargliða. Þá er degpppxqq ą 0. Gerum ráð fyrir að ppxq “ spxq ¨ tpxq
þar sem spxq, tpxq P Rrxs. Þá spxq � ppxq og tpxq � ppxq. Þar sem ppxq � ppxq “ spxq ¨ tpxq og þar sem
ppxq er frumargliða þá deilir ppxq annari af spxq og tpxq.

(a) Gerum ráð fyrir að ppxq � spxq. Þar sem ppxq � spxq og spxq � ppxq þá leiðir af setningu 2.2 að til
er a P Rzt0u þannig að ppxq “ a ¨ spxq. Því fæst:

0 “ ppxq ´ ppxq “ tpxq ¨ spxq ´ a ¨ spxq “ ptpxq ´ aq ¨ spxq

Þá er tpxq ´ a “ 0 eða spxq “ 0. Ef spxq “ 0 þá er ppxq “ spxq ¨ tpxq “ 0 sem er í mótsögn við
forsenduna að ppxq ‰ 0. Við ályktum að tpxq ´ a “ 0, það er tpxq “ a.

(b) Eins fæst að ef ppxq � tpxq að til sé a P Rzt0u þannig að spxq “ a.

Þetta sýnir ppxq er óþáttanleg.

2. Gerum ráð fyrir að ppxq sé óþáttanleg. Þá er degpppxqq ą 0. Setjum sem svo að qpxq, rpxq P Rrxs
þannig að ppxq � qpxq ¨ rpxq. Gerum ráð fyrir að ppxq ffl qpxq.
Látum dpxq vera stærsta samdeili ppxq og qpxq. Þar sem dpxq � ppxq þá er til spxq P Rrxs þannig að
ppxq “ spxq ¨ dpxq. Þar sem ppxq er óþáttanleg þá er degpdpxqq “ 0 eða degpspxqq “ 0.
Ef degpspxqq “ 0 þá er spxq “ s0 þar sem s0 P Rzt0u. Þetta sýnir að dpxq “ s0

´1 ¨s0 ¨dpxq “ s0
´1 ¨ppxq,

það er ppxq � dpxq. Þar sem dpxq � qpxq þá ppxq � qpxq í mótsögn við forsendu. Við ályktum að
degpspxqq ‰ 0 og því degpdpxqq “ 0.
Þetta sýnir að ppxq og qpxq eru ósamþátta. Þar sem ppxq og qpxq eru ósamþátta og ppxq � qpxq ¨ rpxq
þá leiðir af hjálparsetningu 2.3 að ppxq � rpxq.
Við höfum því sýnt að ef ppxq � spxq ¨ rpxq fyrir margliður qpxq, rpxq P Rrxs þá ppxq � qpxq eða
ppxq � rpxq, það er ppxq er frummargliða.

Við getum nú sannað setningu um frumþáttun margliða:

Setning 2.4. Gerum ráð fyrir að ppxq P Rrxszt0u. Þá er til m P N og frummargliður q1pxq, q2pxq, . . . , qmpxq
þannig og fasti a P Rzt0u að

ppxq “ a ¨ q1pxq ¨ q2pxq ¨ ¨ ¨ qmpxq

Sönnun. Gerum ráð fyrir að til sé margliða ppxq P Rrxszt0u sem ekki má skrifa sem margfeldi óþáttanlegra
margliða og fasta. Þá er til margliða ppxq P Rrxszt0u af lægsta stigi sem ekki má skrifa sem margfeldi af
óþáttanlegum margliðum.

Ef degpppxqq “ 0 þá er ppxq “ a, þar sem a P Rzt0u og því er ppxq “ a leið til þess að skrifa ppxq
sem margfeldi af (engum) óþáttanlegum margliðum og fasta. Ef degpppxqq ą 0 og ppxq er óþáttanleg þá er
ppxq “ 1 ¨ ppxq leið til þess að skrifa ppxq sem margfeldi af óþáttanlegum margliðum og fasta.

Gerum næst ráð fyrir að degpppxqq ą 0 og ppxq sé ekki óþáttanleg. Þá eru til margliður spxq, tpxq P
Rrxszt0u þannig að 0 ă degpspxqq,degptpxqq ă degpppxqq. Þar sem degpspxqq ă degpppxqq og degptpxqq ă
degpppxqq þá má finna m,n P N, óþáttanlegar margliðu q1pxq, q2pxq, . . . , qmpxq, r1pxq, r2pxq, . . . , rnpxq ásamt
föstum a, b P Rzt0u þannig að spxq “ a ¨ q1pxq ¨ q2pxq ¨ ¨ ¨ qmpxq og tpxq “ b ¨ r1pxq ¨ r2pxq ¨ ¨ ¨ rnpxq. Því er:

ppxq “ spxq ¨ tpxq “ pa ¨ bq ¨ q1pxq ¨ q2pxq ¨ ¨ ¨ qmpxq ¨ r1pxq ¨ r2pxq ¨ ¨ ¨ rnpxq

Í öllum tilvikum fæst að rita má ppxq sem margfeldi af fasta og óþáttanlegum margliðum en það er í
mótsögn við forsendu. Við ályktum að forsendan að til sé margliða ppxq P Rrxszt0u sem ekki má skrifa sem
margfeldi fasta og óþáttanlegra margliða sé röng.

Fyrir sérhverja margliðu ppxq P Rrxszt0u þá má finna m P N, fasta a P Rzt0u og óþáttanlegar (og því
einnig frummargliður samkvæmt hjálparsetning 2.4) margliður q1pxq, q2pxq, . . . , qmpxq þannig að

ppxq “ a ¨ q1pxq ¨ q2pxq ¨ ¨ ¨ qmpxq
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Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq, dpxq P Rrxs. Við segjum að ppxq sé samleifa qpxq mát (e. modulus) dpxq ef
dpxq � pqpxq ´ ppxqq. Ef ppxq og qpxq eru samleifa mát dpxq þá ritum við ppxq ” qpxq mod dpxq. Við höfum
eftirfarandi:

Setning 2.5. Eftirfarandi gildir:

1. Ef ppxq, dpxq P Rrxs þá ppxq ” ppxq mod dpxq.

2. Ef ppxq, qpxq, dpxq P Rrxs og ppxq ” qpxq mod dpxq þá qpxq ” ppxq mod dpxq.

3. Ef ppxq, qpxq, rpxq, dpxq P Rrxs, ppxq ” qpxq mod dpxq og qpxq ” rpxq mod dpxq þá ppxq ” rpxq
mod dpxq.

4. ppxq ” 0 mod ppxq.

5. Ef a P R, ppxq, qpxq, dpxq P Rrxs og ppxq ” qpxq mod dpxq þá a ¨ ppxq ” a ¨ qpxq mod dpxq.

6. Ef ppxq, qpxq, rpxq, spxq, dpxq P Rrxs, ppxq ” rpxq mod dpxq og qpxq ” spxq mod dpxq þá ppxq`qpxq ”
rpxq ` spxq mod dpxq.

7. Ef ppxq, qpxq, rpxq, spxq, dpxq P Rrxs, ppxq ” rpxq mod dpxq og qpxq ” spxq mod dpxq þá ppxq ¨ qpxq ”
rpxq ¨ spxq mod dpxq.

8. Ef ppxq, qpxq, d1pxq, d2pxq P Rrxs, ppxq ” qpxq mod d1pxq og d2pxq � d1pxq þá ppxq ” qpxq mod d2pxq.

9. Ef ppxq, dpxq P Rrxs þá er til qpxq P Rrxs þannig að ppxq ¨qpxq ” cpxq mod dpxq þar sem cpxq er stærsti
samdeilir ppxq og dpxq.

10. Ef ppxq, qpxq P Rrxs þá er ppxq ” qpxq mod 0 ef og aðeins ef ppxq “ qpxq.

11. Ef ppxq, qpxq P Rrxs þá er ppxq ” qpxq mod 1.

12. Ef ppxq, dpxq P Rrxs og dpxq ‰ 0 þá er til ótvríætt rpxq P Rrxs þannig að rpxq “ 0 eða degprpxqq ă
degpdpxqq og ppxq ” rpxq mod dpxq.

13. Ef ppxq P Rrxs og a P R þá er ppxq ” ppaq mod px´ aq.

Sönnun. Sönnun er eftirlátin lesanda.

Eftirfarandi setning er mikilvæg

Setning 2.6. Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq, apxq, bpxq P Rrxs og ppxq og qpxq séu ósamþátta. Þá er til
cpxq P Rrxs þannig að:

cpxq ” apxq mod ppxq og cpxq ” bpxq mod qpxq

Sönnun. Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq, apxq, bpxq P Rrxs og ppxq og qpxq séu ósamþátta. Af hjálparsetningu
2.5 leiðir að til eru spxq, tpxq P Rrxs þannig að spxq ¨ ppxq ” 1 mod qpxq og tpxq ¨ qpxq ” 1 mod ppxq. Látum
cpxq “ bpxq ¨ spxq ¨ ppxq ` apxq ¨ tpxq ¨ qpxq.

Með því að beita setningu 2.5 þá fæst

cpxq “ bpxq ¨ spxq ¨ ppxq ` apxq ¨ tpxq ¨ qpxq ” bpxq ¨ spxq ¨ 0` apxq ¨ 1 ” apxq mod ppxq

og
cpxq “ bpxq ¨ spxq ¨ ppxq ` apxq ¨ tpxq ¨ qpxq ” bpxq ¨ 1` apxq ¨ tpxq ¨ 0 ” bpxq mod qpxq
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Lesanda ætti að vera ljóst af sönnunni hér að ofan hvernig fyrir gefin apxq, bpxq, ppxq, qpxq P Rrxs þannig
að ppxq og qpxq séu ósammþátta þá megi finna cpxq P Rrxs þannig að cpxq ” apxq mod ppxq og cpxq ” bpxq
mod qpxq.

Gerum ráð fyrir að m P N og a P R. Af setningu 2.5 leiðir að xm ” am mod px ´ aq. Hvernig reiknum
við afang deilingar xm með px´ aqn þar sem m,n P N og a P R? Við gerum ráð fyrir að lesandi kannist við
tvíliðusetninguna en hún segir að ef m P N þá er:

px` yqm “
ÿ

nPN

ˆ

m

n

˙

xnym´n

Þar sem
`

m
n

˘

“ 0 ef m ă n.
Gerum ráð fyrir að m,n P N og a P R. Þá fæst:

xm “ ppx´ aq ` aqm

“
ÿ

kPN

ˆ

m

k

˙

am´kpx´ aqk

“

˜

8
ÿ

k“n

ˆ

m

k

˙

am´kpx´ aqk´n

¸

¨ px´ aqn `

˜

n´1
ÿ

k“0

ˆ

m

k

˙

am´kpx´ aqk

¸

”

˜

8
ÿ

k“n

ˆ

m

k

˙

am´kpx´ aqk´n

¸

¨ 0`

˜

n´1
ÿ

k“0

ˆ

m

k

˙

am´kpx` p´aqqk

¸

”

n´1
ÿ

k“0

ˆ

m

k

˙

˜

k
ÿ

i“0

ˆ

k

i

˙

p´aqk´ixi

¸

“

n´1
ÿ

i“0

˜

n´1
ÿ

k“i

ˆ

k

i

˙

p´aqk´i

¸

xi mod px´ aqn

Örlítil línuleg algebra

Við getum litið á Rrxs og RN sem vigurrúm yfir R sem mun hjálpa við framsetningu í framhaldinu.

Skilgreining 3.1. Gerum ráð fyrir að X sé mengi og ` og ¨ sé varpanir ` : X ˆX Ñ X, ¨ : R ˆX Ñ X
sem fullnægja eftirafarandi skilyrðum:

1. Ef ~u,~v, ~w P X. Þá er ~u` p~v ` ~wq “ p~u` ~vq ` ~w.

2. Til er ~0 P X þannig að ~u ` ~0 “ ~0 ` ~u “ ~u fyrir öll ~u P X. (Slíkt ~0 er ótvírætt ákarðað af þessum
skilyrðum).

3. Fyrir sérhvert ~u P X þá er til ´~u P X þannig að ~u` p´~uq “ p´~uq ` ~u “ ~0. (Fyrir sérhvert ~u P X þá er
það ´~u ótvírætt ákvarðað af þessum skilyrðum).

4. Ef ~u,~v P X. það er ~u` ~v “ ~v ` ~u.

5. Ef ~u P X þá er 1 ¨ ~u “ ~u.

6. Ef a, b P R og ~u P X þá er pa` bq ¨ ~u “ pa ¨ ~uq ` pb ¨ ~uq.

7. Ef a P R og ~u,~v P X þá er a ¨ p~u` ~vq “ pa ¨ ~uq ` pa ¨ ~vq.

8. Ef a, b P R og ~u P X þá er a ¨ pb ¨ ~uq “ pa ¨ bq ¨ ~u.

Þá kallast X (ásamt ` og ¨) R- vigurrúm. Stökin í X kallasta vigrar.
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Við höfum þegar gert grein fyrir að Rrxs sé R-vigurrúm (reyndar líka R-algebra líka). Einnig má líta
á R sem R-vigurrúm með venjulegu samlagninunni og venjulegu margfölduninni. Fyrir RN þá getum við
skilgreint ` þannig að ef panqnPN, pbnqnPN P RN þá er panqnPN`pbnqnPN “ pan` bnqnPN. Við getum skilgreint
¨ fyrir R ¨ RN þannig að ef c P R og panqnPN þá er c ¨ panqnPN “ pc ¨ anqnPN. Lesandi ætti að sannfæra sjálfan
sig að með þessu þá er RN orðið að R-vigurrúmi.

Við höfummikin áhuga á þeim vörpunummilli vigurrúma sem varðveita samlagninguna og margföldunina.
Þær kallast línulegar varpanir.

Skilgreining 3.2. Gerum ráð fyrir að X og Y séu vigurrúm yfir R. Vörpun L : X Ñ Y kallast línuleg
vörpun (eða R-línuleg) ef:

1. Fyrir öll ~u,~v P X þá er Lp~u` ~vq “ Lp~uq ` Lp~vq.

2. Fyrir öll a P R og öll ~u P X þá er Lpa ¨ ~uq “ a ¨ Lp~uq.

Lesandi getur sannfært sig um að ef X er R vigurrúm að idX : X Ñ X sé R-línuleg. Ef X,Y, Z eru
R-vigurrúm, L1 : X Ñ Y og L2 : Y Ñ Z eru línulega varpanir þá er L2 ˝L1 : X Ñ Z línuleg vörpun. Einnig
gildir að ef X,Y eru R-vigurrúm og L : X Ñ Y er andhverfanleg vörpum það andhverfan L´1 : Y Ñ X sé
einnig línuleg.

Gerum ráð fyrir að X,Y séu R-vigurrúm og L : X Ñ Y sé sé R-línuleg vörpun. Ef m P N, a1, a2, . . . , am P
R og ~u1, ~u2, . . . , ~un P X þá má auðveldlega sanna með þrepun að:

L

˜

m
ÿ

n“1

an ¨ ~un

¸

“

m
ÿ

n“1

an ¨ Lp~unq

Gerum ráð fyrir að X,Y, Z séu R-vigurrúm. Vörpun L : X ˆ Y Ñ Z kallast R-tvílínuleg ef fyrirsérhvert
~y P Y og sérhvert ~x P X þá eru varpanirnar X Ñ Z, ~u ÞÑ Lp~u, ~yq og Y Ñ Z, ~u ÞÑ Lp~x, ~uq R-línulegar. Það
er vörpun er R-tvílínuleg ef hún er R-línuleg í hvorri breytu fyrir sig.

Þekkt dæmi um tvílínulega vörpun er margföldunin á R, einnig er innfeldi og krossfeldi tvílínulegar
varpanir.

Við höfum sérstakan áhuga á vörpuninn L : Rrxs ˆ RN Ñ R, pppxq, panqnPNq ÞÑ
ř

nPN
pn ¨ an. Þessi vörpun

er vel skilgreind þar sem pn ‰ 0 fyrir endanlega mörg n P N. Lesandi getur auðveldlega sannfært sig um að
L sé tvílínuleg vörpun.

Einnig er auðvelt að sjá að ef m P N, ppxq P Rrxs og panqnPN P RN að:

Lpxm ¨ ppxq, panqnPNq “
ÿ

nPN
pxmppxqqn ¨ an

“

8
ÿ

n“m

pxmppxqqn ¨ an

“

8
ÿ

n“m

pn´m ¨ an

“
ÿ

nPN
pn ¨ an`m

“ Lpppxq, pan`mqnPNq

Örlítið um línuleg rakingarvensl

Gerum ráð fyrir að m P N og c0, c1, . . . , cm´1 P R séu fastar. Skilyrðið an`m “
m´1
ř

k“0

ck ¨ an`k fyrir öll

n P N fyrir runu panqnPN kallast línuleg rakningarvensl. Við hyggjumst rannsaka þau með hjálp vörpuninnar
L : Rrxs ˆ RN Ñ R, pppxq, panqnPNq ÞÑ

ř

nPN
pn ¨ an.
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Gerum ráð fyrir að m P N og c0, c1, . . . , cm´1 P R. Margliðan ppxq “ xm `
m´1
ř

k“0

p´ckqx
k P Rrxs kallast

kennimargliða rakningarvenslanna. Við sjáum að fyrir panqnPN P RN þá er jafngilt að panqnPN fullnægi

rakningarvenslunum an`m “
m´1
ř

k“0

ck ¨ an`k fyrir öll n P N og að
ř

kPN
pkan`k “ 0 fyrir öll n P N.

Athugum að fyrir n P N þá er

pxn ¨ ppxq, pakqkPNq “ Lpppxq, pak`nqnPNq “
ÿ

kPN
pk ¨ ak`n

Þetta sýnir að það er jafngilt að panqnPN fullnægi rakningarvenslunum og að Lpxn ¨ ppxq, pakqkPNq “ 0 fyrir
öll n P N.

Gerum ráð fyrir að Lpxn ¨ ppxq, pakqkPNq “ 0 fyrir öll n P N. Gerum ráð fyrir að qpxq P Rrxs. Þá fæst:

Lpqpxq ¨ ppxq, panqnPNq “ L

˜

ÿ

kPN
qkx

k ¨ ppxq, panqnPN

¸

“
ÿ

kPN
qk ¨ Lpx

k ¨ ppxq, panqnPNq

“
ÿ

kPN
qk ¨ 0

“ 0

Öfugt ef Lpqpxq ¨ ppxq, panqnPNq “ 0 fyrir öll qpxq P Rrxs þá er Lpxn ¨ ppxq, pakqkPNq “ 0 fyrir öll n P N þar
sem xn P Rrxs fyrir öll n P N.

Við sjáum því að það er jafngilt að panqnPN fullnægi rakningarvenslunum og að Lpqpxq ¨ ppxq, panqnPNq “
0 fyrir öll qpxq P Rrxs. Með öðrum orðum þá fullnægir panqnPN rakningarvenslunum ef og aðeins ef
Lpqpxq, panqnPNq “ 0 fyrir allar margliður qpxq P Rrxs þannig að ppxq � qpxq.

Gerum héðan í frá ráð fyrir að panqnPN P RN sem fullnægir línulegu rakningarvenslunum. Gerum nú ráð
fyrir að spxq, tpxq P Rrxs og spxq ” tpxq mod ppxq. Þá ppxq � ptpxq ´ spxqq. Þá fæst:

Lptpxq, panqnPNq ´ Lpspxq, panqnPNq “ Lptpxq ´ spxq, panqnPNq “ 0

Það er Lpspxq, panqnPNq “ Lptpxq, panqnPNq.
Þar sem fyrir sérhverja margliðu qpxq P Rrxs þá má finna ótvíræða margliðu rpxq, qpxq ” rpxq mod ppxq

þannig að degprpxqq ă degpppxqq þá getum við reiknað Lpqpxq, panqnPNq með því að finna fyrst afganginn

rpxq úr deilingu qpxq með ppxq og reikna síðan Lprpxq, panqnPNq “
degprq
ř

n“0
rn ¨ an sem er endanleg summa með

í mesta lagi degppq liði þar sem degprq ă degppq.
Athugum að þessi aðferð gerir okkur kleift að ákvarða am fyrir öll m P N þar sem am “ Lpxm, panqnPNq.

Nokkur rakningarvensl

Gerum ráð fyrir að r P R og panqnPN P RN fullnægi rakningarvenslunum an`1 “ ran fyrir öll n P N.
Kennimargliðan er x´ r. Fyrir m P N þá er xm ” rm mod px´ rq svo

am “ Lpxm, panqnPNq “ Lprm, panqnPNq “ rm ¨ a0

Ljóst er að frjálst val er á a0 og að runan panqnPN ákvarðast af a0.
Gerum nú ráð fyrir að r P R, k P N og að panqnPN fullnægi línulegum rakningarvenslum með kenni-

margliðuna px´ rqk. Fyrir m P N þá er xm ”
k´1
ř

i“0

ˆ

k´1
ř

n“i

`

n
i

˘

p´rqn´i

˙

xi mod px´ rqk og þar af leiðir

am “ Lpxm, panqnPNq “ L

˜

k´1
ÿ

i“0

˜

k´1
ÿ

n“i

ˆ

n

i

˙

p´rqn´i

¸

xi, panqnPN

¸

“

k´1
ÿ

i“0

˜

k´1
ÿ

n“i

ˆ

n

i

˙

p´rqn´i

¸

ai
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Látum ti,mpnq “
k´1
ř

n“i

`

n
i

˘

p´rqn´i. Það er ekki erfitt að sjá að rita má ti,mpnq “ rm ¨ pipnq þar sem

pipxq P Rrxs er margliða þannig að deg pi ď k ´ 1´ i. Við getum því ritað:

am “
k´1
ÿ

i“0

rmpipnqai “ rm
k´1
ÿ

i“0

pipnq ¨ ai

Ljóst er að a0, a1, . . . , ak´1 má velja frjálst og runan panqnPN ákvarðast af a0.
Gerum nú ráð fyrir að ppxq, qpxq P Rrxs, ppxq og qpxq séu ósamþátta og panqnPN sé runa sem fullnægir

línulegum rakningarvenslum með kennimarglið ppxq ¨ qpxq. Gerum ráð fyrir að m P N, xm ” apxq mod ppxq
og xm ” bpxq mod qpxq. Þar sem ppxq og qpxq eru ósamþátta þá getum við fundið spxq, tpxq P Rrxs þannig
að spxq ¨ ppxq ` tpxq ¨ qpxq “ 1.

Segjum cpxq “ bpxq ¨ spxq ¨ ppxq ` apxq ¨ tpxq ¨ qpxq eins og í sönnuninn á setningu 2.6. Þá fæst að
cpxq ” apxq ” xm mod ppxq og cpxq ” bpxq ” xm mod qpxq. Það er ppxq � pxm´cpxqq og qpxq � pxm´cpxqq.
Af hjálparsetningu 2.3 leiðir að ppxq ¨ qpxq � pxm ´ cpxqq. Það er cpxq ” xm mod pppxq ¨ qpxqq.

Við sjáum að við getum því reiknað xm mod ppxq¨qpxqmeð því að reikna xm mod ppxq og xm mod qpxq.
Sýnum hvernig þetta er gert með því að reikna lokaða formúlu fyrir fibonacci tölurnar:

Fibonacci tölurnar pfibnqnPN er skilgreindar þannig að fib0 “ 0, fib1 “ 1 og fibn`2 “ fibn` 1` fibn fyrir
öll n P N. Kennimargliða þessara rakningarvensla er ppxq “ x2 ´ x´ 1. Við þáttum ppxq “ px´ r1qpx´ r2q

þar sem r1 “
1`
?
5

2 og r2 “
1´
?
5

2 .
Við fáum að 1 “ ´

?
5

5 px ´ r1q `
?
5
5 px ´ r2q. Ef m P N þá er xm ” r1

m mod px ´ r1q og xm ” r2
m

mod px´ r2q. Því fæst:

xm ”
´
?

5

5
¨ r2

mpx´ r1q `

?
5

5
¨ r1

mpx´ r2q

“

?
5 ¨ r1

m ´
?

5 ¨ r2
m

5
x`

?
5 ¨ r1 ¨ r2

m ´
?

5 ¨ r2 ¨ r1
m

5
mod px2 ´ x´ 1q

Við álytum að fyrir sérhvert m P N þá er

fibm “ Lpxm, pfibnqnPNq

“ L

ˆ

?
5 ¨ r1

m ´
?

5 ¨ r2
m

5
x`

?
5 ¨ r1 ¨ r2

m ´
?

5 ¨ r2 ¨ r1
m

5
, pfibnqnPN

˙

“

?
5 ¨ r1

m ´
?

5 ¨ r2
m

5
¨ fib1`

?
5 ¨ r1 ¨ r2

m ´
?

5 ¨ r2 ¨ r1
m

5
¨ fib0

“

?
5 ¨ r1

m ´
?

5 ¨ r2
m

5
¨ 1`

?
5 ¨ r1 ¨ r2

m ´
?

5 ¨ r2 ¨ r1
m

5
¨ 0

“

?
5 ¨

´

1`
?
5

2

¯m

´
?

5 ¨
´

1´
?
5

2

¯m

5

Lesanda ætti nú að vera ljóst hvernig finna má formúlu fyrir runu panqnPN sem fullnægir línulegum
rakningarvenslum með kennimargliður ppxq “

śk
i“1px ´ riq

ei þar sem ri P R eru ólíkar rauntölur og ei P N
fyrir öll i P N.

Gerum aftur ráð fyrir að ppxq P Rrxs sé kennimargliða fyrir rakningarvensl af stigi m P N. Þá er pm “ 1.
Fyrir öll n P N þá má finna (ótvíræða) margliðu rnpxq P N, degprnpxqq ă degpppxqq “ m þannig að xn ” rnpxq
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mod ppxq. Þá fæst:

0 “ xn ¨ 0

” xn ¨ ppxq

”

m
ÿ

i“0

pix
n`i

”

m
ÿ

i“0

pirn`ipxq

“

m
ÿ

i“0

pi

˜

m´1
ÿ

j“0

rn`i,jx
j

¸

“

m´1
ÿ

j“0

˜

m
ÿ

i“0

pirn`i,j

¸

xj

“

m´1
ÿ

j“0

Lpppxq, pri`n,jqiPNqx
j

“

m´1
ÿ

j“0

Lpxn ¨ ppxq, pri,jqiPNqx
j

Nú er deg

˜

m´1
ř

j“0

Lpxn ¨ ppxq, pri,jqiPNqx
j

¸

ď m´ 1 ă m “ degppq og þar sem 0 ”
m´1
ř

j“0

Lpxn ¨ ppxq, pri,jqiPNqx
j

þá fæst að
m´1
ř

j“0

Lpxn ¨ ppxq, pri,jqiPNqx
j “ 0. Sér í lagi þá fæst að Lpxn ¨ ppxq, pri,jqiPNq “ 0 fyrir öll

i P t0, 1, . . . ,m ´ 1u og öll n P N. Við sjáum sér í lagi að pri,jqiPN fullnægir rakningarvenslunum með
kennimargliðuna ppxq fyrir öll j P t0, 1, . . . ,m´ 1u.

Nú er

rn`1pxq ” xn`1

“ xn ¨ x

” rnpxq ¨ x

” rnpxq ¨ x´ rn,m´1ppxq

“

˜

m
ÿ

i“1

rn,i´1x
n`i

¸

´

˜

m
ÿ

i“0

pmxn`i

¸

“

m´1
ÿ

i“0

prn,i´1 ´ rn,m´1 ¨ piqx
i mod ppxq

þar sem við lítum sem svo að rn,´1 “ 0. Þar sem degprn`1pxqq ď m ´ 1 ă m “ degpppxqq,

deg

ˆ

m´1
ř

i“0

prn,i´1 ´ rn,m´1 ¨ piqx
i

˙

ď m´1 ă m “ degppq og rn`1pxq ”
m´1
ř

i“0

prn,i´1´rn,m´1 ¨piqx
i mod ppxq

þá fæst að rn`1pxq “
m´1
ř

i“0

prn,i´1 ´ rn,m´1 ¨ piqx
i. Sér í lagi þá er rn`1,i “ rn,i´1 ´ rn,m´1 ¨ pi fyrir öll

i P t0, 1, . . . ,m´ 1u.
Við fáum að rn,m´1 “ 0 ef n P t0, 1, . . . ,m ´ 1u og rm´1,m´1 “ 1. Svo fullnægir prn,m´1qnPN rakn-

ingarvenslunum með kennimargliðu ppxq svo við getum notað rakningarvenslin. Gerum ráð fyrir að við
höfum ákvarðað prn,kqnPN og prn,m´1qnPN hafi verið ákörðuð fyrir k P t1, 2, . . . ,m ´ 1u. Þá er rn,k´1 “

rn`1,k`1 ` rn,m´1 ¨ pk`1 fyrir öll n P N.
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Skoðum þetta nú með tilliti til Fibonnacci rununnar pfibnqnPN. Kennimargliðan er ppxq “ x2 ´ x ´ 1.
Gerum ráð fyrir að m P N. Þá er

fibm “ Lpxm, pfibnqnPNq “ Lprmpxq, pfibnqnPNq “ rm,1 ¨ fib1`rm,0 ¨ fib0 “ rm,1 ¨ 1` rm,0 ¨ 0 “ rm,1

Þá fæst að rn,0 “ rn`1,1 ` rn,1 ¨ p1 “ fibn`1`fibn ¨p´1q “ fibn`1´fibn. Ljóst er að r0,0 “ 1 og ef n ą 0 þá
er fibn`1´fibn “ fibn`fibn´1´fibn “ fibn´1, það er rn,0 “ fibn´1 ef n ą 0.

Gerum nú ráð fyrir að n P N og n ą 0. Þá er

fib2n x` fib2n´1 “ r2npxq

” x2n

“ pxnq2

” rnpxq
2

“ pfibn x` fibn´1q
2

” pfibn x` fibn´1q
2 ´ fibn

2
px2 ´ x´ 1q

“ pfibn
2x2 ` 2 ¨ fibn ¨fibn´1 x` fibn´1

2
q ´ pfibn

2x2 ´ fibn
2x´ fibn

2
q

“ p2 ¨ fibn ¨fibn´1`fibn
2
qx` pfibn

2
` fibn´1

2
q

“ fibn ¨ppfibn` fibn´1q ` fibn´1qx` pfibn
2
` fibn´1

2
q

“ fibn ¨pfibn`1`fibn´1qx` fibn´1qx` pfibn
2
` fibn´1

2
q mod px2 ´ x´ 1q

Þar sem báðar margliðurnar eru af stigi ď 1 ă 2 “ degpx2 ´ x ´ 1q þá fæst að fib2n x ` fib2n´1 “

fibn ¨pfibn`1` fibn´1qx ` fibn´1qx ` pfibn
2
` fibn´1

2
q mod px2 ´ x ´ 1q. Sér í lagi fáum við að fib2n “

fibn ¨pfibn`1` fibn´1q og fib2n´1 “ pfibn
2
` fibn´1

2
q.

Minnumst aðeins á runur sem eru lotubundar. Runa panqnPN er sögð lotubundin með lotu t P Nzt0u ef
an`t “ an fyrir öll n P N. Jafngilt er að segja að panqnPN sé lotubundin með lotu t ef Lpqpxqpxt´1q, panqnPNq “
0 fyrir öll qpxq P Rrxs.

Gerum ráð fyrir að panqnPN P RN fullnægi línulegum rakningarvenslum með kennimarliðu ppxq P Rrxs.
Þá er Lpqpxq, panqnPNq “ 0 fyrir öll qpxq P Rrxs þannig að ppxq � qpxq. Gerum ráð fyrir að ppxq � xt ´ 1 þar
sem t P Nzt0u. Gerum ráð fyrir að xt ´ 1 � qpxq P Rrxs. Þá ppxq � qpxq og því Lpqpxq, panqnPNq “ 0. Þetta
sýnir að panqnPN er lotubunin með lotu t P N.

Sem dæmi má nefna að x6 ´ 1 “ px2 ` x` 1q ¨ px´ 1q ¨ px2 ´ x` 1q ¨ px` 1q svo runa panqnPN P RN sem
fullnægir línulegu rakningarvenslunum an`2 “ an`1 ´ an hefur því kennimargliðu ppxq “ x2 ´ x ` 1 sem
gengur upp í x6 ´ 1. Því fæst sjálfkrafa að panqnPN verður lotubunin með lotu 6.

Öfugt getur lesandi sannað að ef ppxq P Rrxs er kennimargliða fyrir línuleg rakningarvensl, t P Nzt0u og
allar runur panqnPN sem fullnægja línulegu rakningarvenslunum hafa lotu t þá verður ppxq � xt ´ 1 að gilda.
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Hluraðir fyrir margliður

Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq P Rrxs og panqnPN P RN. Látum pbnqnPN “ pLpx
n ¨ qpxq, pakqkPNqqnPN. Þá fæst:

Lpppxq, pbnqnPNq “ L pppxq, pLpxn ¨ qpxq, pakqkPNqqq

“ L

˜

ppxq,

˜

ÿ

kPN
pxn ¨ qpxqqk ¨ ak

¸

n

¸

“ L

˜

ppxq,

˜

8
ÿ

k“n

qk´n ¨ ak

¸

n

¸

“ L

˜

ppxq,

˜

ÿ

kPN
qk ¨ ak`n

¸

n

¸

“
ÿ

kPN
qk ¨ Lpppxq, pan`kqnPNq

“
ÿ

kPN
qk ¨ Lpx

k ¨ ppxq, panqnPNq

“ L

˜

ÿ

kPN
qkx

k ¨ ppxq, panqnPN

¸

“ L

˜˜

ÿ

kPN
qkx

k

¸

¨ ppxq, panqnPN

¸

“ Lpqpxq ¨ ppxq, panqnPNq

“ Lpppxq ¨ qpxq, panqnPNq

Skilgreinum vörpun ∆ : RN Ñ RN, panqnPN ÞÑ pan`1 ´ anqnPN. Lesandi getur auðveldlega sanfært sig
um ∆ er línuleg og ∆ppanqnPNq “ pLpxn ¨ px ´ 1q, pakqkPNqnPN. Skilgreinum einnig vörpunina Σ : RN Ñ

RN, panqnPN ÞÑ

ˆ

n´1
ř

m“0
am

˙

nPN
. Auðvelt er að sjá að ef panqnPN að

p∆ ˝ ΣqppanqnPNq “ ∆

˜˜

n´1
ÿ

m“0

am

¸

nPN

¸

“

˜˜

k´1
ÿ

m“0

am

¸

k“n`1

´

˜

k´1
ÿ

m“0

am

¸

k“n

¸

nPN

“

˜˜

n
ÿ

m“0

am

¸

´

˜

n´1
ÿ

m“0

am

¸¸

nPN

“ panqnPN

Þetta sýnir að ∆ ˝ Σ “ idRN . Ef ppxq P Rrxs og panqnPN P RN þá fæst:

L ppx´ 1q ¨ ppxq,ΣppanqnPNqq “ L pppxq,∆ pΣppanqnPNqqq “ Lpppxq, panqnPNq

Ef panqnPN P RN er runa sem fullnægir rakningarvenslum með kenninargliðu ppxq P Rrxs þá er Lpqpxq ¨
ppxq, panqnPNq “ 0 fyrir öll qpxq P Rrxs. Því fæst

L pqpxq ¨ px´ 1q ¨ ppxq,ΣppanqnPNqq “ L ppx´ 1q ¨ qpxq ¨ ppxq,ΣppanqnPNqq

“ Lpqpxq ¨ ppxq, panqnPNq

“ 0
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fyrir öll qpxq P Rrxs. Þetta sýnir að ΣppanqnPNq fullnægir línulegum rakningarvenslum með kennimargliðu
px´ 1q ¨ ppxq.

Gerum ráð fyrir að spxq P Rrxs og m P N, m ě degpspxqq. Látum panqnPN “ pspnqqnPN. Þá fæst:

∆ppanqnPNq “ ∆ppspnqqnPNq

“ pspn` 1q ´ spnqqn`1

“

˜˜

m
ÿ

k“0

skpn` 1qk

¸

´

˜

m
ÿ

k“0

skn
k

¸¸

nPN

“

˜˜

m
ÿ

k“0

sk

˜

k
ÿ

i“0

ˆ

k

i

˙

ni

¸¸

´

˜

m
ÿ

k“0

skn
k

¸¸

nPN

“

˜˜

m
ÿ

k“0

˜

m
ÿ

i“k

ˆ

i

k

˙

si

¸

nk

¸

´

˜

m
ÿ

k“0

skn
k

¸¸

nPN

“

˜

m
ÿ

k“0

˜˜

m
ÿ

i“k

ˆ

i

k

˙

si

¸

´ sk

¸

nk

¸

nPN

“

˜˜

m´1
ÿ

k“0

˜

m
ÿ

i“k

ˆ

i

k

˙

si

¸

´ sk

¸

nk

¸

nPN

“ ptpnqqnPN

Þar sem tpxq “

ˆ

m´1
ř

k“0

ˆ

m
ř

i“k

`

i
k

˘

si

˙

´ sk

˙

xk P Rrxs og degptpxqq ă m. Þetta sýnir að ∆ppspnqqnPNq “

ptpnqqnPN þar sem degptpnqq ď degpspnqq ´ 1.
Með öðrum orum þá höfum við sannað að ef spxq P Rrxs þá er

pLpxn ¨ px´ 1q, pspkqqkPNqqnPN “ pLpx
n,∆ppspkqqkPNqqqnPN “ pLpx

k, ptpnqqkPNqqnPN

þar sem tpxq P Rrxs og degptpxqq ď degpspxqq ´ 1.
Með þrepun á k P N fæst því að ef spxq P Rrxs að

pLpxn ¨ px´ 1qk, pspmqqmPNqqnPN “ pLpx
n, ptpmqqmPNqqnPN

Þar sem tpxq P Rrxs og degptpxqq ď degpspxqq ´ k. Sér í lagi fæst að ef k ą degpspxqq að degptpxqq ă 0 það
er tpxq “ 0. Við fáum því að ef k P N, spxq P Rrxs, k ą degpspxqq að

Lpxn ¨ px´ 1qk, pspmqqmPNq “ Lppx´ 1qk, p0qmPNq “ 0

fyrir öll n P N. Þetta sýnir að pspnqqnPN fullnægir línulegum rakningarvenslum með kennimargliðuna px´1qk

þar sem k ą degpspxqq.
Gerum nú ráð fyrir að spxq P Rrxs og degpspxqq “ m P N. Þá er Lpqpxq ¨ px´ 1qm`1, pspnqqnPNq “ 0 fyrir

öll qpxq PP Rrxs. Fyrir öll qpxq P Rrxs fæst því:

L
`

qpxq ¨ px´ 1qm`2,ΣppspnqqnPNq
˘

“ L
`

px´ 1q ¨ qpxq ¨ px´ 1qm`1,ΣppspnqqnPNq
˘

“ Lpqpxq ¨ px´ 1qm`1, pspnqnPNqq

“ 0

Það er
ˆ

n´1
ř

k“0

spkq

˙

nPN
“ ΣppspnqqnPNq fullnægir raknigarvenslum með kennimargliðu px´1qm`2. Ef n P N

þá er

xn ”

m`1
ÿ

i“0

˜

m`1
ÿ

k“i

ˆ

k

i

˙

p´1qk´i

¸

xi mod px´ 1qm`2
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Við fáum því:

n´1
ÿ

k“0

spkq “ L pxn,ΣppspkqqkPNqq

“ L

˜

m`1
ÿ

i“0

˜

m`1
ÿ

k“i

ˆ

k

i

˙

p´1qk´i

¸

xi,ΣppspkqqkPNq

¸

“

m`1
ÿ

i“0

˜

m`1
ÿ

k“i

ˆ

k

i

˙

p´1qk´i

¸

¨

˜

i´1
ÿ

j“0

spjq

¸

“ tpnq

Þar sem tpnq P Rrxs, degptpxqq ď m` 1 “ degpspxqq ` 1.

Sér í lagi þá sést að
n´1
ř

k“0

spkq “ tpnq þar sem tpxq P Rrxs og degpspxqq ` 1 ě degptpxqq.

Algebra línulegra rakningavensla

Gerum ráð fyrir að panqnPN, pbnqnPN P RN séu runur sem fullnægi línulegum rakningarvenslum með kenni-
margliður ppxq, qpxq P Rrxs, í þessari röð. Hvað getum við sagt um runurnar pan ` bnqnPN og pan ¨ bnqnPN?
Eru þær líka gefnar með línulegum rakningarvenslum og getum við þá fundið þau? Svarið við þessu er já
eins og nú verður sýnt.

Byjum á því að sanna að summa runa sem gefnar eru með rakningarvenslum séu gefin með rakingarvensl-
um. Gerum ráð fyrir að panqnPN, pbnqnPN P RN séu runur sem fullnægja rakningarvenslum með kennimargliður
ppxq, qpxq P Rrxs, í þessari röð. Látum rpxq P Rrxs vera þá stöðluð margliðu sem er minnsta samfeldi ppxq
og qpxq (hún er ppxq¨qpxq

dpxq þar sem dpxq er sú staðala margliða sem er stærsti samdeilir ppxq og qpxq). Fyrir öll
spxq P Rrxs fæst nú:

Lpspxq ¨ rpxq, pan ` bnqnPNq “ Lpspxq ¨ rpxq, panqnPN ` pbnqnPNq

“ Lpspxq ¨ rpxq, panqnPNq ` Lpspxq ¨ rpxq, pbnqnPNq

“ 0` 0

“ 0

þar sem ppxq � spxq ¨ rpxq og qpxq � spxq ¨ rpxq. Þetta sýnir að pan ` bnqnPN fullnægir rakningarvenslum með
kennimargliðu rpxq.

Snúnara er að sýna að margfeldi runa sem fullnægja línulegum rakningarvenslum fullnægi línulegum
rakningarvenslum.

Rétt eins og Rrxs er mengi allra R-margliða í breytinni x þá er Rrx, ys mengi allra R-margliða í breytunum
x og y. Lesandi getur auðveldlega sannfært sig að við höfum samlagningu, margföldun með fasta og margfeldi
margliða og með þessu þá verður Rrx, ys að R-vigurrúmi. Ef ppx, yq P Rrx, ys þá táknum við stuðul ppx, yq
við xmyn með pm,n.

Látum RN2

vera mengi allar „runa“ með vísamengið N2 “ N ˆ N. Við táknum stak í RN2

með
pam,nqpm,nqPN2 . Við höfum margföldun með fasta, c ¨ pam,nqpm,nqPN2 “ pc ¨ am,nqpm,nqPN2 og samlagningu
runa pam,nqpm,nqPN2 ` pbm,nqpm,nqPN2 “ pam,n ` bm,nqpm,nqPN2 . Með þessu má auðveldlega sjá að RN2

er
R-vigurrúm.

Rétt eins og við skilgreindum tvílínuleguvörunin L : Rrxs ˆ RN Ñ R þá getum við skilgreint vörpun K :

Rrx, ysˆRN2

Ñ R, pppx, yq, pam.nqpm,nqPN2q ÞÑ
ř

pm,nqPN2

pm,n ¨am,n. Þar sem aðeins endanlega mörg pm,n ‰ 0

þá er ljóst að þetta er er vel skilgreind vörpun. Lesandi getur auðveldlega sannfært sig um að K er tvílínuleg.
Ef s, t P N, ppx, yq P Rrx, ys og pan,mqpm,nqPN2 þá fæst auðveldlega að Kpxsyt ¨ ppx, yq, pam,nqpm,nqPN2q “

Kpppx, yq, pam`s,n`tqpm,nqPN2q.
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Gerum ráð fyrir að I Ď Rrx, ys þannig að 0 P I, ppx, yq ` qpx ` yq P I ef ppx, yq, qpx, yq P I og rpx, yq ¨
ppx, yq P I ef rpx, yq P Rrx, ys og ppx, yq P I. Þá kallast I íðal í Rrx, ys.

Gerum ráð fyrir að I Ď Rrx, ys sé íðal í Rrx, ys. Ef ppx, yq, qpx, yq P Rrx, ys og qpx, yq ´ ppx, yq P I
þá segjum við að ppx, yq og qpx, yq séu samleifa mát (modulo) I. Við ritum þá ppx, yq ” qpx, yq mod I.
Eftirfarndi hjálparsetningu má sanna á sama hátt og setningu 2.5:

Hjálparsetning 7.1. Gerum ráð fyrir að I Ď Rrx, ys sé íðal. Þá gildir:

1. Ef ppx, yq P Rrx, ys þá er ppx, yq ” 0 mod I ef og aðeins ef ppx, yq P I.

2. Ef ppx, yq P Rrx, ys þá er ppx, yq ” ppx, yq mod I.

3. Ef ppx, yq, qpx, yq P Rrx, ys og ppx, yq ” qpx, yq mod I þá er qpx, yq ” ppx, yq mod I.

4. Ef ppx, yq, qpx, yq, rpx, yq P Rrx, ys, ppx, yq ” qpx, yq mod I og qpx, yq ” rpx, yq mod I þá er ppx, yq ”
rpx, yq mod I.

5. Ef c P R, ppx, yq, qpx, yq P Rrx, ys og ppx, yq ” qpx, yq mod I þá er c ¨ ppx, yq ” c ¨ qpx, yq mod I.

6. Ef ppx, yq, qpx, yq, rpx, yq, spx, yq P Rrx, ys, ppx, yq ” rpx, yq mod I og qpx, yq ” spx, yq mod I þá er
ppx, yq ` qpx, yq ” rpx, yq ` spx, yq mod I.

7. Ef ppx, yq, qpx, yq, rpx, yq, spx, yq P Rrx, ys, ppx, yq ” rpx, yq mod I og qpx, yq ” spx, yq mod I þá er
ppx, yq ¨ qpx, yq ” rpx, yq ¨ spx, yq mod I.

Sönnun. Sönnun eftirlátin lesanda.

Fyrir íðal I Ď Rrx, ys og ppx, yq þá látum við rppx, yqsI “ tqpx, yq P Rrx, ys | qpx, yq ” ppx, yq mod Iu.
Ljóst er að ppx, yq P rppx, yqsI og qpx, yq P rppx, yqsI ef og aðeins ef rppx, yqsI “ rqpx, yqsI . Látum Rrx, ys{I “
trppx, yqsI | ppx, yq P Rrx, ysu.

Við viljum skilgreina samlagningu, margföldun og margföldun með rauntölu á Rrx, ys{I.
Gerum ráð fyrir að a P Rrx, ys{I. Þá er til ppx, yq P Rrx, ys þannig að a “ rppx, yqsI . Fyrir c P R þá

látum við c ¨ a “ rc ¨ ppx, yqsI . Ljóst er að það ppx, yq P Rrx, ys þannig að a “ rppx, yqsI hefur ekki áhrif á
niðurstöðuna c ¨ a þar sem ef ppx, yq, qpx, yq P Rrx, ys og rppx, yqsI “ a “ rqpx, yqsI þá er ppx, yq ” qpx, yq
mod I og af hjálparsetningu 7.1 leiðir að c ¨ ppx, yq ” c ¨ qpx, yq mod I, það er rc ¨ ppx, yqsI “ rc ¨ qpx, yqsI .

Gerum ráð fyrir að a, b P Rrx, ys{I. Þá má finna ppx, yq, qpx, yq P Rrx, ys þannig að a “ rppx, yqsI og
b “ rqpx, yqsI . Þá látum við a ` b “ rppx, yq ` qpx, yqsI og a ¨ b “ rppx, yq ¨ qpx, yqsI . Með því að skoða
hjálparsetningu 7.1 sést að a` b og a ¨ b er óháð valin á ppx, yq, qpx, yq P Rrx, ys þannig að a “ rppx, yqsI og
b “ rqpx, yqsI .

Við höfum nú:

Setning 7.1. Gerum ráð fyrir að I Ď Rrx, ys sé íðal. Þá gildir:

1. Ef a, b, c P Rrx, ys{I þá er a` pb` cq “ pa` bq ` c og a ¨ pb ¨ cq “ pa ¨ bq ¨ c.

2. Ef a, b P Rrx, ys{I þá er a` b “ b` a og a ¨ b “ b ¨ a.

3. Ef a P Rrx, ys{I þá er a ` r0sI “ r0sI ` a “ a og a ¨ r1sI “ r1sI ¨ a “ a. Það er 0 :“ r0sI og 1 :“ r1sI
eru samlagningarhlutleysa og margföldunarhlutleysa fyrir Rrx, ys{I.

4. Ef a P Rrx, ys{I og a “ rppx, yqsI þar sem ppx, yq P Rrx, ys og b “ r´ppx, yqsI þá er a` b “ b` a “ 0.
Það er ´a “ r´ppx, yqsI .

5. a, b, c P Rrx, ys{I þá er a ¨ pb` cq “ pa ¨ bq ` pa ¨ cq og pa` bq ¨ cqpa ¨ cq ` pb ¨ cq.

6. Ef a P Rrx, ys{I og 1 P R þá er 1 ¨ a “ a.

7. Ef r P R og a, b P Rrx, ys{I þá er r ¨ pa` bq “ pr ¨ aq ` pr ¨ bq.
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8. Ef r, s P R og a P Rrx, ys{I þá er pr ` sq ¨ a “ pr ¨ aq ` ps ¨ aq.

9. Ef r, s P R og a P Rrx, ys{I þá er pr ¨ sq ¨ a “ r ¨ ps ¨ aq.

Þetta þýðir sér í lagi að Rrx, ys{I er línulegt rúm yfir R. Náttúrlega ofanvarpið prI : Rrx, ys Ñ
Rrx, ys{I, ppx, yq ÞÑ rppx, yqsI er línuleg vörpun. Enn fremur gildir að prIpppx, yq ¨ qpx, yqq “ prIpppx, yqq ¨
prIpqpx, yqq.

Sönnun. Sönnun er eftirlátin lesanda.

Gerum ráð fyrir að ppxq, qpxq P Rrxs. Látum I “ ppxq ¨ Rrx, ys ` qpyq ¨ Rrx, ys “ tppxq ¨ rpx, yq `
qpyq ¨ spx, yq | rpx, yq, spx, yq P Rrx, ysu. Auðvelt er að sjá að I Ď Rrx, ys er íðal. Sýna má að fyrir sérhvert
spx, yq P Rrx, ys þá er til (ótvírætt) rpx, yq P Rrx, ys þannig að rpx, yq “

ř

pm,nqP
rr0,degpppxqq´1ss
ˆrr0,degpqpxqq´1ss

rm,nx
myn og

spx, yq ” rpx, yq mod I þar sem rr0, sss “ t0, 1, . . . , su þar sem s P N. Þar af leiðir að B “ trxmynsI | pm,nq P
rr0,degpppxqq ´ 1ss ˆ rr0,degpqpxqq ´ 1ssu spannar Rrx, ys{I og B er línulega óháð (yfir R). Þar af leiðir er
B grunnur fyrir Rrx, ys{I. Þar sem B hefur m ¨ n stök þá er ljóst að Rrx, ys{I er m ¨ n vítt vigurrúm yfir R.

Gerum nú ráð fyrir að panqnPN, pbnqnPN P RN fullnægi línulegum rakningarvenslum með kenni margliður
ppxq, qpxq P Rrxs, í þessari röð. Látum I “ ppxq ¨ Rrx, ys ` qpyq ¨ Rrx, ys eins og áður. Gerum ráð fyrir að
m0, n0 P N. Þá fæst:

Kpxm0yn0 ¨ ppxq, pam ¨ bnqpm,nqPN2q “ Kpppxq, pam`m0
¨ bn`n0

qpm,nqPN2q

“
ÿ

mPN
pm ¨ am`m0

¨ bn`n0

“

˜

ÿ

mPN
pm ¨ am`m0

¸

¨ bn0

“ Lpppxq, pam`m0
qmPNq ¨ bn0

“ Lpxm0 ¨ ppxq, pamqmPNq ¨ bn0

“ 0 ¨ bn0

“ 0

Þar sem K er tvílíluleg þá fæst að Kpspx, yq ¨ ppxq, pam ¨ bnqpm,nqPN2q “ 0 fyrir öll spx, yq P Rrx, ys.
Eins má sanna að Kptpx, yq ¨ qpyq, pam ¨ bnqpm,nqPN2q “ 0 fyrir öll tpx, yq P Rrx, ys.
Gerum nú ráð fyrir að rpx, yq P I. Þá eru til spx, yq, tpx, yq P Rrx, ys þannig að rpx, yq “ spx, yq ¨ ppxq `

tpx, yq ¨ qpyq. Þá fæst:

Kprpx, yq, pam ¨ bnqpm,nqPN2q “ Kpspx, yq ¨ ppxq ` tpx, yq ¨ qpyq, pam ¨ bnqpm,nqPN2q

“ Kpspx, yq ¨ ppxq, pam ¨ bnqpm,nqPN2q `Kptpx, yq ¨ qpyq, pam ¨ bnqpm,nqPN2q

“ 0` 0

“ 0

Það er Kprpx, yq, pam ¨ bnqpm,nqPN2q “ 0 fyrir öll rpx, yq P I. Við ályktum að ef cpx, yq, dpx, yq P Rrx, ys og
cpx, yq ” dpx, yq mod I þá er Kpcpx, yq, pam ¨ bnqpm,nqPN2q “ Kpdpx, yq, pam ¨ bnqpm,nqPN2q.

Við getum því skilgreint vörpun J : Rrx, ys{I Ñ R, rppx, yqsI ÞÑ Kpppx, yq, pam ¨ bnqpm,nqPN2q. Þessi
vörpun er vel skilgreind þar sem Kpppx, yq, pam ¨ bnqpm,nqPN2q tekur sama gildi fyrir öll ppx, yq P rppx, yqsI .
Ljóst er að J er línuleg vörpun.

Látum z “ rxysPKrx, ys{I. Nú eru 1, z, z2, . . . öll í Krx, ys{I og þar sem Krx, ys{I er endanlega vítt sem
vigurrúm yfir R þá er til k P N þannig að t1, z, z2, . . . , zku séu háð. Við megum gera ráð fyrir að k P N
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sé minnsta talan þannig að 1, z, z2, . . . , zk séu línulega háð. Þá eru til pc0, c1, . . . , ckq P Rk`1zt~0u þannig að
k
ř

i“0

ciz
i “ 0.

Setjum sem svo að ck “ 0. Þá er pc0, c1, . . . , ck´1q P Rkzt~0u og 0 “
k
ř

i“0

ci ¨ z
i “

k´1
ř

i“0

ci ¨ z
i en það þýðir

að 1, z, z2, . . . , zk´1 séu línulega háð. Þar sem k ´ 1 ă k og k er minnsta talan þannig að 1, z, z2, . . . , zk séu
línulega háð þá er þetta mótsögn. Við ályktum að ck ‰ 0. Með því að skipta ci út fyrir ci

ck
þá má gera ráð

fyrir að ck “ 1. Látum rpXq “
k
ř

i“0

ciX
i. Þá er rpXq P RrXs stöðluð margliða og rpzq “ 0 P Rrx, ys{I.

Gerum ráð fyrir að spXq P RrXs. Þá er spxyq P Krx, ys. Nú fæst:

LpspXq ¨ rpXq, pan ¨ bnqnPNq “ Kpspxyq ¨ rpxyq, pam ¨ bnqpm,nqPN2q

“ Jpspzq ¨ rpzqq

“ Jpspzq ¨ 0q

“ Jp0q

“ 0

Þetta sýnir að pan ¨ bnqnPN fullnægir línulegum rakningarvenslum með kennimargliðuna rpXq P RrXs.
Við sjáum t.d. strax að þar sem Fibonacci tölurnar pfibnqnPN fullnægja línulegum rakningarvenslum með

kennimargliðuna ppxq “ x2´x´1 þá fullnægir pfibn
2
qnPN línulegum rakningarvenslum. Lesanda má spreyta

sig á því að finna þau.
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